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统计相关性分析方法研究进展

樊嵘１，孟大志２，徐大舜１
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摘　要：系统综述了自１９世纪开始至今常用的统计相关性的方法，例如Ｐｅａｒｓｏｎ和Ｓｐｅａｒｍａｎ相关系数，ＣｏｒＧｃ和

ＣｏｖＧｃ相关性及距离相关性方法。重点介绍了２０１１年提出的 ＭＩＣ方法以及由此引发的毁誉参半的大量评述，旨

在揭示这一热点领域的研究面貌。该领域不仅受到统计学家的关注，而且受到了分析大样本和异质数据的应用研

究领域的学者们的追捧，例如基因组生物学家和网络信息研究者。这些研究者期望在众多已有方法的理解和剖析

中更恰当地付诸应用，并提出新的应用问题来推动新的分析方法的创造。
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０　引言

不同事物间的相互关联是大自然成为一个整体的基础，集合中元素之间关联性的全体构成系统的结构，
是系统作为整体的基础。因此，研究相互关联是科学最基本的内容，特别是在信息时代的今天，海量数据成
为当今世界最显著的特征，研究事物大量数据之间的关联性成为科学研究的热点。例如，从海量基因组数据
中发掘基因之间的相互关系，是现代生物学的一个重要研究课题。
事物之间的关联性十分复杂，有些是确定的，有些则是不确定的，于是，用于描述事物关联性的数量特征

大致可以分为确定性的和随机性的。相应地，把研究对象的特征或属性用变量表示，变量之间的关系可以分
为２类：确定性函数关系和统计关系。事实上，函数是变量之间的对应关系，但在现实中，变量之间的关系
往往并不那么简单。比如，子女身高和父母身高、家庭收入和支出、一个人所受的教育程度与其收入等，它们
之间确实存在某种关系，但这些关系无法像函数关系那样，能够用一个确定的公式来描述。当一个变量Ｘ
取一定值时，另一个变量Ｙ 的值可能有几个，并且以不同的概率出现，即一个变量的值不能由另一个变量唯
一确定，这种关系称为统计关系。而且，统计关系中有的关系强，有的关系弱，程度各有差异。如何度量事物
间统计关系的强弱也是人们关注的问题。度量变量之间的相关程度，并用适当的统计指标表示出来，这个过
程就是统计相关性分析。迄今为止，已经提出了很多相关性度量的指标，如 Ｓｐｅａｒｍａｎ秩相关系数
（Ｓｐｅａｒｍａｎ　ｒａｎｋ　ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ　ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ）、互信息估计（ｍｕｔｕａｌ　ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ　ｅｓｔｉｍａｔｏｒｓ）［１－３］、最大相关系数
（ｍａｘｉｍｕｍ　ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ　ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ）［４－５］、基于曲线原理的方法（ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ　ｃｕｒｖｅ－ｂａｓｅｄ　ｍｅｔｈｏｄｓ）［６－１０］、距离相关
（ｄｉｓｔａｎｃｅ　ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ）［１０］以及最大信息系数（ｍａｘｉｍａｌ　ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ　ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ，ＭＩＣ）［１１－１２］等。这些衡量变量
间相关性的统计量都需要满足一定的条件。
在统计相关性度量的研究中，一些系统的理论方法逐渐建立起来，推动了这一研究领域的发展。１９５９

年，Ｒｅｎｙｉ［４］认为，在同一个概率空间上度量２个随机变量间的关联程度时，必须满足７条性质，后称为公理，
是度量相关性的统计量应该满足的基本性质。也就是说，如果记δ（Ｘ，Ｙ）为随机变量Ｘ和Ｙ之间的相关性度
量的统计量，那么它应该满足以下公理：

１）δ（Ｘ，Ｙ）是对成对随机变量Ｘ和Ｙ 之间相关性的度量，Ｘ和Ｙ 都不能是以１为概率的常数；
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２）δ（Ｘ，Ｙ）＝δ（Ｙ，Ｘ）；

３）０≤δ（Ｘ，Ｙ）≤１；

４）δ（Ｘ，Ｙ）＝０当且仅当Ｘ和Ｙ 相互独立；

５）如果Ｘ和Ｙ 之间有一个严格的依赖关系，即如果Ｘ＝ｇ（Ｙ）或者Ｙ ＝ｆ（Ｘ），其中，ｇ（·）和ｆ（·）都
是Ｂｏｒｅｌ可测函数，那么δ（Ｘ，Ｙ）＝１；

６）如果Ｂｏｒｅｌ可测函数ｇ（·）和ｆ（·）将实数一一映射到自身，那么δ（ｆ（Ｘ），ｇ（Ｙ））＝δ（Ｘ，Ｙ）；

７）如果Ｘ和Ｙ的联合密度函数是正态分布，那么δ（Ｘ，Ｙ）＝｜Ｒ（Ｘ，Ｙ）｜，其中，Ｒ（Ｘ，Ｙ）是Ｘ和Ｙ之间
的Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数。

围绕这组公理掀起了讨论的热潮，Ｂｅｌｌ［１３］，Ｓｃｈｗｅｉｚｅｒ和Ｗｏｌｆｆ［１４］，Ｇｒａｎｇｅｒ［１５］以及Ｎｅｌｓｅｎ［１６］等对这些公
理进行了进一步的修正和完善。有些统计量满足所有的这７条公理，如Ｓｈａｎｎｏｎ互信息［１７］，而有的统计量虽
然具有很好的性质，但是会违背其中的某些公理，如Ｂｊｅｒｖｅ和 Ｄｏｋｓｕｍ［１８］提出的相关曲线（ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ
ｃｕｒｖｅ），它是非对称的，因此违背了公理。本文将综述统计相关性的主要发展过程，特别介绍２０１１年发表在
《Ｓｃｉｅｎｃｅ》上的 ＭＩＣ方法，以及对这种方法的发展和评论性意见。

１　 常用相关性

１．１　Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数

１８８５年，英国著名生物学家和统计学家高尔顿在研究人类遗传问题时第一次提出了“回归”的概念［１９］。

他搜集了１　０７８对父子的身高数据，发现这些数据的散点图大致呈直线分布，也就是说，总的趋势是父亲身
高增加时儿子的身高也倾向于增加；但是当父亲高于平均身高时，他们的儿子比他们更高的概率要小于比他
们更矮的概率；当父亲矮于平均身高时，他们儿子的身高比他们更矮的概率要小于比他们更高的概率。这揭
示了一个规律，即儿子的身高有向他们父辈的平均身高回归的趋势，使得人类身高的分布相对稳定，而不会
产生两极分化，这就是所谓的回归效应。在文章中，高尔顿完成了关于２个变量相关性的理论。１０年以后，

Ｋａｒｌ　Ｐｅａｒｓｏｎ［２０］提出了至今仍在使用的Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数：ｒ＝
∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－珡Ｘ）（Ｙｉ－珚Ｙ）

∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－珡Ｘ）槡
２ ∑

ｎ

ｉ＝１

（Ｙｉ－珚Ｙ）槡
２

。从不同的

角度看ｒ，它会被赋予不同的意义。Ｒｏｄｇｅｒｓ和Ｎｉｃｅｗａｎｄｅｒ［２１］展示了Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数ｒ是如何被看作一类
特殊的均值、一类特殊的方差、两个均值的比率、两个方差的比率、直线的斜率、一个角度的余弦等的。ｒ通常
被看作２个随机变量间线性相关性强弱的指标，取值在－１～１。ｒ的值越接近１，表示２个变量正相关，线性
相关性越强；越接近－１，表示负相关；接近或者等于０，表示２个变量之间的线性关系很弱或不是线性关系。

１．２　Ｓｐｅａｒｍａｎ相关系数

Ｓｐｅａｒｍａｎ相关系数又称秩相关系数、等级相关系数或顺序相关系数，是利用２个变量的秩做线性相关
分析，用来衡量２个变量间是否单调相关，定义如下。

定义１　Ｓｐｅａｒｍａｎ相关系数ρ被定义为２个ｎ维随机变量Ｘ＝（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）和Ｙ＝（Ｙ１，Ｙ２，…，Ｙｎ）
的秩之间的Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数：

ρ＝
∑
ｎ

ｉ＝１

（ｒｉ－ｒ
－）（ｓｉ－珋ｓ）

∑
ｎ

ｉ＝１

（ｒｉ－ｒ
－）槡
２ ∑

ｎ

ｉ＝１

（ｓｉ－珋ｓ）槡
２

。

其中，ｒｉ和ｓｉ分别是ｘｉ和ｙｉ的秩，ｉ＝１，２，…，ｎ。当变量里出现相等值的时候（秩结），该值对应的秩为这几个
值对应的秩的平均值。ρ的取值范围为［－１，１］。当一个变量随另一个变量单调递增的时候，ρ＝１，
反之，ρ＝－１。

Ｓｐｅａｒｍａｎ相关系数与变量的分布和样本容量都无关，只要２个变量的观测值是成对的等级评定资料，

或者是由连续变量观测资料转化得到的等级资料，就可以用Ｓｐｅａｒｍａｎ相关系数进行研究。图１［２２］表现了
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Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数和Ｓｐｅａｒｍａｎ相关系数的联系和区别。图中的２个变量Ｘ和Ｙ之间的Ｐｅａｒｓｏｎ线性相关系
数为０．８８，表示它们的线性相关程度为０．８８；Ｓｐｅａｒｍａｎ相关系数为１，表示它们的单调相关程度等于１，也就
是说，这２个变量间的单调性很强。

图１　 两个随机变量的散点图

１．３　Ｋｅｎｄａｌｌ相关系数

Ｋｅｎｄａｌｌ相关系数（Ｋｅｎｄａｌｌ　ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ　ｏｆ　ｃｏｎｃｏｒｄａｎｃｅ）［２３］是衡量等级变量相关程度的一个统计量，它的
主要思想是根据２个变量间序对的一致性来判断其相关性。

设Ｘ，Ｙ分别是ｎ维随机变量，其中Ｘｉ，Ｙｉ分别表示Ｘ和Ｙ的第ｉ个分量。记（Ｘｉ，Ｙｉ）为一个序对。当（Ｘｉ，

Ｙｉ）与（Ｘｊ，Ｙｊ）的排行相同时，即Ｘｉ＞Ｘｊ且Ｙｉ＞Ｙｊ，或者Ｘｉ＜Ｘｊ且Ｙｉ＜Ｙｊ时，称这个序对是一致的；当

Ｘｉ＞Ｘｊ且Ｙｉ＜Ｙｊ，或者Ｘｉ＜Ｘｊ且Ｙｉ＞Ｙｊ时，称这个序对是不一致的；当Ｘｉ＝Ｘｊ或者Ｙｉ＝Ｙｊ时，这
个序对既不是一致的也不是不一致的。
定义２　 设２个ｎ维随机变量Ｘ 和Ｙ，它们之间的Ｋｅｎｄａｌｌ系数τ定义为：

τ＝ ２Ｐ
１
２ｎ
（ｎ－１）

－１＝ ４Ｐ
ｎ（ｎ－１）－

１。

其中，Ｐ表示一致的序对个数。Ｋｅｎｄａｌｌ系数τ的取值范围是－１～１，当τ＝１时，表示２个随机变量拥有一
致的等级相关性；当τ＝－１时，表示２个随机变量拥有完全相反的等级相关性；当τ＝０时，表示２个随机变
量是相互独立的。

１．４　 最大相关系数
设Ｘ１ 和Ｘ２ 为定义在概率空间（Ｘ，Ａ，Ｐ）上，分别在（Ｘ１，Ｂ１）和（Ｘ２，Ｂ２）上取值的随机变量。映射Ｘｉ：

（Ｘ，Ａ）→ （Ｘｉ，Ｂｉ）生成Ａ中的一个子代数Ａｉ＝Ｘ－１ｉ （Ｂｉ），ｉ＝１，２。记Ｐｉ为测度Ｐ在Ａｉ上的一个限制，ｉ＝

１，２。设函数φ具有有限二阶矩Ｅ｜φ｜＝∫｜φ｜ｄＰ和内积（φ１，φ２）＝Ｅ（φ１，φ２），Ｌ２＝Ｌ２（Ｐ）是Ａ可测函数
φ的Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，Ｌ

２
ｉ ＝Ｌ２ｉ（Ｐ）是Ａｉ可测函数φ的Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，ｉ＝１，２。Ｈｉｒｓｃｈｆｅｌｄ

［２４］和Ｇｅｂｅｌｅｉｎ［２５］定义
了２个随机变量Ｘ１，Ｘ２ 之间的最大相关系数

Ｒ（Ｘ１，Ｘ２）＝ｓｕｐ｛ｒ（φ（Ｘ１），ψ（Ｘ２））｝。

其中，ｒ（Ｘ１，Ｘ２）是Ｘ１ 和Ｘ２ 的Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数，φ（Ｘ１）∈Ｌ
２
１，ψ（ｘ２）∈Ｌ

２
２ 为任意函数。

一般情况下得不到最大相关系数的一个精确值，如何选择合适的函数φ，ψ，使得ｒ（φ，ψ）可以达到上确
界，是很多统计学家们一直在探索的问题。但是只有在某些特殊的情形下，才可以取到相关系数的上确界。比
如，若２个变量间具有线性关系，那么最大相关系数退化为Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数；若Ｘ１和Ｘ２相互独立，则当且
仅当Ｒ（Ｘ１，Ｘ２）＝０，或者等价地，当且仅当２个子空间Ｌ２１ 与Ｌ２２ 正交。

１９５９年，Ｒｅｎｙｉ［４］指出，如果

Ｒ（Ｘ１，Ｘ２）＝ｒ（φ（Ｘ１），ψ（Ｘ２））＝ρ，
其中，φ（Ｘ１），ψ（Ｘ２）满足

Ｅφ（Ｘ１）＝Ｅψ（Ｘ２）＝０，Ｅφ（Ｘ１）
２ ＝Ｅψ（Ｘ２）

２ ＝１，
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那么，Ｅ（φ（Ｘ１）｜Ｘ２）＝ρψ（Ｘ２），Ｅ（ψ（Ｘ２）｜Ｘ１）＝ρφ（Ｘ１）。
基于这个结论，１９８５年，Ｂｒｅｉｍａｎ和Ｆｒｉｄｅｍａｎ［２６］给出另外一种条件期望的算法来寻找φ和ψ，使得ｒ（φ，

ψ）达到最大。该文中也提出了当样本观测值（Ｘ１，Ｘ２）满足一定条件时，最大化φ，ψ是如何被估计的。如果
（Ｘ１，Ｘ２）服从二维高斯分布，Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数等于ｒ，那么它们的最大相关系数等于ｒ的绝对值，即

Ｒ（Ｘ１，Ｘ２）＝｜ｒ｜。

Ｓｅｔｈｕｒａｍａｎ［２７］在Ｘ１ 和Ｘ２ 相互独立且只有有限个取值的情形下，讨论了最大相关系数的近似分布问
题。Ｄｅｍｂｏ等［２８］对独立同分布随机变量部分和之间的最大相关系数和Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数之间的关系做了研
究。Ｃｚａｋｉ与Ｆｉｓｈｅｒ［２９］从几何角度研究了最大相关系数的性质，例如，Ｒ（Ｘ１，Ｘ２）可以看作是２个子空间Ｌ２１和

Ｌ２２ 的夹角余弦，即Ｒ（Ｘ１，Ｘ２）＝ｃｏｓ（Ｌ２１，Ｌ２２）。

１．５　 互信息

Ｓｈａｎｎｏｎ在１９４８年首次定义了互信息（ｍｕｔｕａｌ　ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ）［１７］，用来度量２个变量Ｘ，Ｙ 间的相互依
赖程度：

Ｉ（Ｘ，Ｙ）＝∑ｐ（ｘ，ｙ）ｌｏｇ（ｐ
（ｘ，ｙ）

ｐ（ｘ）ｐ（ｙ）
）。

其中：ｐ（ｘ，ｙ）是Ｘ和Ｙ 的联合概率密度函数；ｐ（ｘ）和ｐ（ｙ）分别是Ｘ和Ｙ 的边际密度函数。
互信息具有很好的性质。首先，它满足Ｒｅｎｙｉ提出的所有７条公理；其次，互信息的值与衡量联合概率密

度函数和边际密度函数乘积之间距离的Ｋｕｌｌｂａｃｋ－Ｌｅｉｂｌｅｒ散度的值一致。但是，通常由于随机变量的概率密
度函数未知，造成互信息无法或者难以估计。于是针对如何估计互信息值，科学家做了许多努力。比如，Ｍｏｏｎ
等［１］介绍了如何用核密度估计（ｋｅｒｎｅｌ　ｄｅｎｓｉｔｙ　ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ，ＫＤＥ）的方法估计互信息值；Ｋｒａｓｋｏｖ等［３］用ｋ－最
近邻 距 离 （ｋ－ｎｅａｒｅｓｔ　ｎｅｉｇｈｂｏｒ　ｄｉｓｔａｎｃｅｓ，ＫＮＮ）的 方 法 改 进 了 传 统 的 计 算 互 信 息 的 方 法 等。

Ｗａｌｔｅｒｓ－Ｗｉｌｌｉａｎｓ［３０］比较了到２００８年为止不同的互信息估计方法的算法优劣和估计有效性等。比如，他指
出，当样本容量ｎ趋于无穷大，且方差随之变小，而且ｋ随着Ｎ 以适当的方式增长时，ＫＤＥ和ＫＮＮ估计的密
度函数均收敛于真实的概率密度函数，因此，ＫＤＥ和ＫＮＮ比其他估计互信息的方法有其优越性的一面。

１．６　ＣｏｒＧｃ和ＣｏｖＧｃ相关性

Ｄｅｌｉｃａｄｏ［３１］在考虑变量间的相关性的时候，将方差协方差矩阵以及相关系数矩阵作谱分解，并得到这些
特征的主成分表示，在此基础上给出了新的度量方法，分别称为 Ｃｏｖａｒｉａｎｃｅ　ａｌｏｎｇ　ａ　Ｇｅｎｅｒａｔｉｎｇ
Ｃｕｒｖｅ（ＣｏｖＧｃ）和Ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ　ａｌｏｎｇ　ａ　Ｇｅｎｅｒａｔｉｎｇ　Ｃｕｒｖｅ（ＣｏｒＧｃ）。它们是二维随机变量在Ｒ２ 上沿着一条一
维曲线来定义相关性的方法。在定义ＣｏｖＧｃ和ＣｏｒＧｃ之前，需要一些准备知识。
首先对Ｘ和Ｙ的协方差和相关系数矩阵做谱分解，得到方差、协方差和相关系数的一些基于特征值的表

达式，即设Ｘ和Ｙ的方差协方差矩阵为：

Σ＝
σ２Ｘ σＸＹ
σＹＸ σ２［ ］

Ｙ
＝
ｃｏｓα －ｓｉｎα
ｓｉｎα ｃｏｓ［ ］α

Ｔ λ１ ０
０ λ
烄

烆

烌

烎２

ｃｏｓα －ｓｉｎα
ｓｉｎα ｃｏｓ［ ］α 。

其中：λ１ ≥λ２ 是协方差矩阵Σ的特征值；α是对应特征值λ１ 的特征向量和ｘ轴的夹角。则Ｘ，Ｙ的方差、协方
差、相关系数分别用特征值和α表示为：

Ｖａｒ（Ｘ）＝σ２Ｘ ＝λ１ｃｏｓ２α＋λ２ｓｉｎ２α，

Ｖａｒ（Ｙ）＝σ２Ｙ ＝λ１ｓｉｎ２α＋λ２ｃｏｓ２α，

Ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝σＸＹ ＝ （λ１－λ２）ｃｏｓαｓｉｎα，

ρＸＹ ＝
σＸＹ
σＸσＹ ＝

（λ１－λ２）ｃｏｓαｓｉｎα
（λ１ｃｏｓ２α＋λ２ｓｉｎ２α）

１
２（λ１ｓｉｎ２α＋λ２ｃｏｓ２α）

１
２

。

然后还需要给出二维随机变量（Ｘ，Ｙ）沿着曲线ｃ（Ｉ）分布的定义。
定义３　 设（Ｘ，Ｙ）是从下面公式得到的二维随机变量

（Ｘ，Ｙ）＝χｃ（Ｓ，Ｔ）：Ａ→Ｒ
２。

其中：ｃ（Ｉ）是生成曲线；（Ｓ，Ｔ）是生成随机变量；χｃ：Ｉ×Ｒ→Ｒ
２定义为χｃ（ｓ，ｔ）＝ｃ（ｓ）＋ｔｖ（ｓ），其中ｃ（ｓ）：Ｉ

Ｒ→Ｒ２是平面上的一维光滑曲线，并且对所有的ｓ∈Ｉ满足 ‖ｃ′（ｓ）‖ ＝１；ｖ（ｓ）是一个酉向量，并且对所有
·４·
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的ｓ∈Ｉ满足ｃ′（ｓ）Ｔｖ（ｓ）＝０。则称二维随机变量（Ｘ，Ｙ）沿着曲线ｃ（Ｉ）分布。
估计Ｉ，ｃ（ｓ）和ｃ′（ｓ）的一般方法是用主曲线（ｐｒｉｎｃｉｐａｌ　ｃｕｒｖｅｓ）拟合算法。主曲线是第一主成分的非线性

推广，第一主成分是对数据集的一维线性最优描述。主曲线强调寻找通过数据分布的“中间”（ｍｉｄｄｌｅ）并满足
“自相合”的光滑一维曲线，其理论基础是寻找嵌入高维空间的非欧氏低维流形。更多关于主曲线的信息可
以参见文献［３２－３４］。Ｈａｓｔｉｅ、Ｓｔｕｅｔｚｌｅ等和Ｄｅｌｉｃａｄｏ分别引入了３种不同的主曲线的概念，并给出了相应的算
法，这些算法都已经嵌入到很多软件中，比如Ｒ和 Ｍａｔｌａｂ。
最后，利用方差协方差及其相关系数的谱分解表示，给出局部线性相关性度量的定义，再将该定义扩展

到全局相关性度量。由于（Ｘ，Ｙ）可以看作是曲线ｃ（Ｉ）上的随机点和正交随机噪音生成的，于是ｃ（Ｉ）可以代
表（Ｘ，Ｙ）的分布结构。特别当ｃ（Ｉ）是一条直线的时候，Ｘ和Ｙ之间的相关性被看作是线性相关，相关程度可
以用方差和相关系数矩阵很好地度量。为了获得更一般的线性相关程度的度量，首先在ｃ（Ｉ）上的一个点

ｃ（ｓ）周围定义局部的方差和协方差度量。这样定义的思想是将（Ｘ，Ｙ）的分布在ｃ（ｓ）周围线性化，也就是说，
在ｃ（ｓ）周围寻找一个随机变量（Ｘｓ，Ｙｓ），使得它沿着一条直线的分布与（Ｘ，Ｙ）的分布近似。图２［３３］显示了在

２个点ｃ（ｓ）和ｃ（ｔ）处的线性化过程。

（ａ）点ｃ（ｓ）处的线性化 （ｂ）点ｃ（ｔ）处的线性化

图２　（ｘ，ｙ）在ｃ（ｓ）和ｃ（ｔ）处的线性化过程图

定义４　 设（Ｘ，Ｙ）＝χｃ（Ｓ，Ｔ）是沿着曲线ｃ（Ｉ）分布的二维随机变量。对ｓ∈Ｉ，记α（ｓ）为ｃ′（ｓ）与ｘ轴
的夹角，定义Ｘ和Ｙ在ｃ（ｓ）处的局部方差为

ＬＶＸ（Ｓ）＝Ｖ（Ｓ）ｃｏｓ２α（ｓ）＋Ｖ（Ｔ｜Ｓ＝ｓ）ｓｉｎ２α（ｓ），

ＬＶＹ（Ｓ）＝Ｖ（Ｓ）ｓｉｎ２α（ｓ）＋Ｖ（Ｔ｜Ｓ＝ｓ）ｃｏｓ２α（ｓ），
在ｃ（ｓ）处的局部协方差为

ＬＣｏｖ（Ｘ，Ｙ）（Ｓ）＝ （Ｖ（Ｓ）－Ｖ（Ｔ｜Ｓ＝ｓ））ｃｏｓα（ｓ）ｓｉｎα（ｓ），
在ｃ（ｓ）处的局部相关系数为：

ＬＣｏｒ（Ｘ，Ｙ）（Ｓ）＝ＬＣｏｖ（Ｘ，Ｙ）（Ｓ）／（ＬＶＸ（Ｓ）ＬＶＹ（Ｓ））
１
２。

由于局部协方差和局部相关系数可能为负数，当扩展为全局协方差和全局相关系数时可能会被消去，于
是引入平方再开根号的办法来避免这个问题的发生。

定义５　 沿用定义４中的符号，Ｘ和Ｙ沿着它们的生成曲线ｃ（Ｉ）产生的分布的（全局）协方差定义为：

ＣｏｖＧｃ（Ｘ，Ｙ）＝ ＥＳ［（ＬＣｏｖ（Ｘ，Ｙ）（Ｓ））２｛ ｝］
１
２，

沿着曲线ｃ（Ｉ）的（全局）相关系数定义为：

ＣｏｒＧｃ（Ｘ，Ｙ）＝ ＥＳ［（ＬＣｏｒ（Ｘ，Ｙ）（Ｓ））２｛ ｝］
１
２。

这种相关性度量的性质很好地满足经过适当修改的Ｒｅｎｙｉ的７条公理，其适用范围也非常广泛，可以用
来测试变量间的独立性、线性关系以及定义变量间的相似性。比如，当Ｘ和Ｙ的样本数据分布在一个环或者
矩形上时，ＣｏｒＧｃ能捕捉到这个相关性，给出较高的值；当Ｘ和Ｙ满足某种特定的关系时，这种度量得到的值

·５·
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与适用于度量该关系的统计量的值很接近。比如，当Ｘ和Ｙ之间线性相关的时候，ＣｏｒＧｃ的值与Ｐｅａｒｓｏｎ相关
系数几乎相等。另外，这种算法已经嵌入到Ｒ软件中了，使用起来非常方便。

１．７　 距离相关
距离相关（ｄｉｓｔａｎｃｅ　ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ，ｄＣｏｒ）是Ｓｚｋｅｌｙ等［３５］于２００７年提出来的一种新的度量相关性的统计

量。它不同于以往的基于协方差矩阵和方差矩阵所定义的相关性，具体来说，总体距离相关等于０可以推导
出变量间的独立性，但是反之不成立。区别于传统的计算样本矩之间的距离，样本距离相关是通过计算样本
本身的欧几里得距离来衡量变量间的相关程度。
设Ｘ为ｐ维随机变量，Ｙ为ｑ维随机变量，Ｘ和Ｙ 都有有限一阶矩，则Ｘ和Ｙ 之间的总体距离协方差

（ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ　ｄｉｓｔａｎｃｅ　ｃｏｖａｒｉａｎｃｅ）定义为：

Ｖ（Ｘ，Ｙ）＝ Ｖ２（Ｘ，Ｙ槡 ）＝ ‖ｆＸ，Ｙ（ｔ，ｓ）－ｆＸ（ｔ）ｆＹ（ｓ）‖槡 ２ ＝ １
ｃｐｃｑ∫瓗ｐ＋ｑ

｜ｆＸ，Ｙ（ｔ，ｓ）－ｆＸ（ｔ）ｆＹ（ｓ）｜２

｜ｔ｜１＋ｐｐ ·｜ｓ｜１＋ｑｑ
ｄｔｄ槡 ｓ。

其中：ｆＸ（ｔ）和ｆＹ（ｓ）为Ｘ和Ｙ的特征函数；ｆＸ，Ｙ（ｔ，ｓ）为Ｘ和Ｙ的联合特征函数；ｃｄ ＝ π１＋ｄ／２

Γ（（１＋ｄ）／２）
，ｄ＝ｐ

或者ｑ。
类似地，总体距离方差（ｄｉｓｔａｎｃｅ　ｖａｒｉａｎｃｅ）定义为：

Ｖ（Ｘ）＝ Ｖ（Ｘ，Ｘ槡 ）＝ ‖ｆＸ，Ｙ（ｔ，ｓ）－ｆＸ（ｔ）ｆＹ（ｓ）‖槡 ２。
总体距离系数（ｄｉｓｔａｎｃｅ　ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ）定义为：

Ｒ（Ｘ，Ｙ）＝ Ｒ２（Ｘ，Ｙ槡 ）＝
Ｖ２（Ｘ，Ｙ），
Ｖ２（Ｘ）Ｖ２（Ｙ槡槡 ）

Ｖ２（Ｘ）Ｖ２（Ｙ）＞０

０， Ｖ２（Ｘ）Ｖ２（Ｙ）＝
烅

烄

烆 ０

。

Ｒ（Ｘ，Ｙ）具有性质：①０≤Ｒ（Ｘ，Ｙ）≤１；②Ｒ（Ｘ，Ｙ）＝０表示Ｘ和Ｙ相互独立。这个系数与Ｐｅａｒｓｏｎ相关
系数的定义非常类似。事实上，在Ｘ和Ｙ都是标准正态分布的条件下，它们之间也存在一定的函数关系，例如
Ｒ（Ｘ，Ｙ）≤｜ｒ（Ｘ，Ｙ）｜，等号在ｒ（Ｘ，Ｙ）＝±１时成立。当Ｘ和Ｙ的联合分布的观测值（Ｘ，Ｙ）＝｛（Ｘｋ，Ｙｋ），ｋ＝
１，２，…，ｎ｝给定的时候，定义

ａｋｌ ＝｜Ｘｋ－Ｘｌ｜ｐ，珔ａｋ ＝ １ｎ∑
ｎ

ｌ＝１
ａｋｌ，珔ａｌ ＝ １ｎ∑

ｎ

ｋ＝１
ａｋｌ，

珔ａ＝ １ｎ２∑
ｎ

ｋ，ｌ＝１
ａｋｌ，Ａｋｌ ＝ａｋｌ－珔ａｋ－珔ａｌ＋珔ａ，ｋ，ｌ＝１，２，…，ｎ。

类似地，定义：

ｂｋｌ ＝｜Ｙｋ－Ｙｌ｜ｑ，Ｂｋｌ ＝ｂｋｌ－珔ｂｋ－珔ｂｌ＋珔ｂ，ｋ，ｌ＝１，２，…，ｎ。
于是，样本距离协方差（ｅｍｐｉｒｉｃａｌ　ｄｉｓｔａｎｃｅ　ｃｏｖａｒｉａｎｃｅ，ｄＣｏｖ）定义为：

Ｖｎ（Ｘ，Ｙ）＝ Ｖ２ｎ（Ｘ，Ｙ槡 ）＝ １
ｎ２∑

ｎ

ｋ，ｌ＝１
ＡｋｌＢ槡 ｋｌ。

类似地，样本距离方差Ｖｎ（Ｘ）定义为

Ｖｎ（Ｘ）＝ Ｖ２ｎ（Ｘ槡 ）＝ Ｖ２ｎ（Ｘ，Ｙ槡 ）＝ １
ｎ２∑

ｎ

ｋ＝１
Ａ２槡 ｋｌ。

样本距离相关（ｅｍｐｉｒｉｃａｌ　ｄｉｓｔａｎｃｅ　ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ）Ｒｎ（Ｘ，Ｙ）定义为：

Ｒｎ（Ｘ，Ｙ）＝ Ｒ２ｎ（Ｘ，Ｙ槡 ）＝
Ｖ２ｎ（Ｘ，Ｙ）
Ｖ２ｎ（Ｘ）Ｖ２ｎ（Ｙ槡槡 ）

， Ｖ２ｎ（Ｘ）Ｖ２ｎ（Ｙ）＞０

０， Ｖ２ｎ（Ｘ）Ｖ２ｎ（Ｙ）＝
烅

烄

烆 ０

。

Ｒｎ（Ｘ，Ｙ）具有性质：①０≤Ｒｎ（Ｘ，Ｙ）≤１；②Ｒｎ（Ｘ，Ｙ）＝０当且仅当Ｘ和Ｙ相互独立。如果Ｒｎ（Ｘ，Ｙ）＝
１，那么存在一个非零常数ｂ和一个正交矩阵Ｃ，使得Ｙ＝ａ＋ｂＸＣ。
利用上述距离协方差ｄＣｏｖ做样本独立性检验的时候，它的统计相关性比所有期望有限的备择假设都要

好。数值拟合的结果显示，当随机变量间的关联性是非线性的时候，利用ｄＣｏｖ做的检验比极大似然比检验的
·６·
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势要高很多。统计量ｄＣｏｖ能够很好地探测到变量间的非线性或者非单调的关系。

２　ＭＩＣ相关性［１１］

Ｒｅｓｈｅｆ等［１１］在２０１１年１１月发表在《Ｓｃｉｅｎｃｅ》上的文章掀起了研究相关性新的热潮。文章引入的最大信
息系数（ｍａｘｉｍａｌ　ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ　ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ，ＭＩＣ）被用来度量变量间的相关程度。ＭＩＣ方法的主要思想基于这
样一个认识：如果２个变量间存在某种相关，那么在这２个变量构成的散点图上进行网格划分后，数据在网
格中的分布情况可以反映出它们之间的关联性。ＭＩＣ的算法与传统的算法也有很大的区别。传统的Ｐｅａｒｓｏｎ
相关等的计算都可以写出公式，用计算器计算得出，但是 ＭＩＣ没有一个简单的计算公式，也不能通过任何一
个计算器计算得到，而必须借助现代化的数字计算机运行一系列程序算法才有可能得到。也正是这个原因，
导致ＭＩＣ方法到现在才被发现和提出。纵使如此，得到ＭＩＣ精确解的计算量仍然非常巨大，因此文中给出了
一个简化的优化方法，可以得到 ＭＩＣ的近似解。这是统计学关于计算机密集型（ｃｏｍｐｕｔｅｒ－ｉｎｔｅｎｓｉｖｅ）方法的
另外一个例子［３６］。

２．１　 方法的定义

ＭＩＣ的算法主要由以下２个因素决定：① 网格划分数，即在给定的数据集形成的散点图上，在ｘ轴和ｙ
轴上分别进行多少次的划分；② 网格划分的位置，即如果在ｘ轴上划分ａ次，那么这ａ个划分点是等距放置
还是以某种其他方式放置在ｘ 轴上。若给定划分数和划分位置，则给定了一种划分，计算该划分下的互
信息值：

Ｉ（Ｄ，Ｘ，Ｙ）＝ ∑
ｘ∈Ｘ，ｙ∈Ｙ

ｐ（ｘ，ｙ）ｌｏｇ（ｐ
（ｘ，ｙ）

ｐ（ｘ）ｐ（ｙ）
）。

其中：Ｄ是给定的数据集；Ｘ，Ｙ 是对这个数据集的划分，都是随机变量；ｐ（ｘ，ｙ）是联合概率函数，这里用落
入格子中的样本数占样本容量的比例来近似；ｐ（ｘ），ｐ（ｙ）是边缘概率分布函数，这里分别用落入（ｋ，ｋ＋１）
和（ｌ，ｌ＋１）区间的样本数占样本容量的比例来近似，其中０≤ｋ≤ｘ－１，０≤ｌ≤ｙ－１。
若固定网格划分数，则通过改变网格划分位置，会得到不同的互信息值，记其中的最大互信息值为Ｉ（Ｄ，

ｘ，ｙ）。进一步，为了方便在不同的维数之间进行比较，将其标准化，使其取值在区间［０，１］：

Ｍ（Ｄ）ｘ，ｙ ＝ Ｉ（Ｄ，ｘ，ｙ）
ｌｏｇ（ｍｉｎ｛ｘ，ｙ｝）

。

定义６　 设有２个随机变量的数据集Ｄ，样本容量为ｎ，网格划分数小于Ｂ（ｎ）。它的极大互信息系数
（ＭＩＣ）定义为

ＭＩＣ（Ｄ）＝ｍａｘｘｙ＜Ｂ（ｎ）｛Ｍ（Ｄ）ｘ，ｙ｝。

ＭＩＣ的计算图解见图３，具体解释如下。
（Ａ）计算每一个（ｘ，ｙ）划分对应的最大互信息。最左边一列的３个图是２×２划分下对应的几个不同的

划分位置。最下面的那种划分位置可以得到该划分下的最大互信息。中间３个图是２×３划分下对应的几个
不同的划分位置。其中最下面的那种划分位置得到该划分下的最大互信息。

（Ｂ）由标准化后的互信息得分组成的矩阵。这个矩阵保存了所有的ｍｘｙ 及其相应的划分方法。该矩阵中
的元素分别对应Ａ图各ｘ×ｙ划分下划分位置最好时得到的互信息值。

（Ｃ）特征矩阵Ｍ＝［ｍｘｙ］可表示为可视化的一个表面，ＭＩＣ对应于这个表面上的最大值点。在这个例子
中，有很多种划分都可以得到最高得分。（Ｂ）中的星号标示了其中一个样本划分得到的分值，在（Ｃ）中的星
号标示了这个得分在表面上的位置。

ＭＩＣ旨在发现大数据集中２个变量间所有重要的、但未被发现的关系，并且有效地识别这些关系。结果
证明，ＭＩＣ几乎能探测出所有的函数甚至非函数关系。当２个变量间是函数关系时，ＭＩＣ与该函数的决定系
数Ｒ２（函数的因变量真实值与预测值之间的Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数的平方）几乎相等。特别地，当该函数是线性函
数时，ＭＩＣ约等于Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数ｒ的平方。ＭＩＣ的取值范围是０～１。当 ＭＩＣ为０时，表示２个变量完全
统计独立；而当 ＭＩＣ为１时，表示函数没有噪音，这个完全符合统计常识。

·７·
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图３　ＭＩＣ计算示意图［１１］

２．２　ＭＩＣ的性质

ＭＩＣ的主要性质有２个：普适性和等价性。普适性是指当样本容量足够大的时候，ＭＩＣ可以探测到更大
范围的相关性。例如周期函数，或者像圆这样的非函数，及由几个函数合成的超函数。等价性是指不论哪种类
型的函数，在相同噪音（干扰）条件下，ＭＩＣ与该函数相关性（Ｒ２）的得分接近。这２个性质可通过图４
表现出来。

·８·
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图４　ＭＩＣ的普适性和等价性示意图［１１］

　　 图４中，（ａ）是随着噪音的增加几种函数关系的变化形态及其得到的 ＭＩＣ值；（ｂ）是４种噪音下用２种
算法计算得到的Ｒ２。在噪音比较低的情况下，ＭＩＣ为各种函数关系都给出了较高的值，表现出它的普适性。
同时从图４可以看出，ＭＩＣ值和Ｒ２ 在很多情形下是近似相等的，表现出它的等价性。

２．３　ＭＩＣ与其他统计量的比较

ＭＩＣ代表了最广义的一种相关。不论２个变量是函数相关、超函数相关、甚至是没有任何函数关系的相
关时，ＭＩＣ都可以探测到这种相关性，即在无噪音的情况下，给出较高的ＭＩＣ值。数值拟合结果见表１。从表
中也可以看出，ＭＩＣ值与专门适用于测量某种函数关系的统计量的得分相当。比如，当２个变量为线性关系
时，ＭＩＣ和Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数都是１；当２个变量是指数关系时，ＭＩＣ与衡量单调性的Ｓｐｅａｒｍａｎ统计量得分
都是１。这也从一个方面说明，ＭＩＣ与其他统计量之间存在一定的等价性。

表１　ＭＩＣ与其他统计量的比较表

·９·
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２．４　 基于 ＭＩＣ拓展的统计量
定义７　 最大非对称得分（ｍａｘｉｍａｌ　ａｓｙｍｍｅｔｒｙ　ｓｃｏｒｅ，ＭＡＳ）用来度量２个变量间的单调性，定义为

ＭＡＳ（Ｄ）＝ｍａｘｘｙ＜Ｂ｜Ｍ（Ｄ）ｘ，ｙ－Ｍ（Ｄ）ｙ，ｘ｜。
定义８　 最大边值（ｍａｘｉｍｕｍ　ｅｄｇｅ　ｖａｌｕｅ，ＭＥＶ）用来衡量随机变量间的关系是否是函数关系，或者说

与函数关系的接近程度，定义为

ＭＥＶ（Ｄ）＝ｍａｘｘｙ＜Ｂ｛Ｍ（Ｄ）ｘ，ｙ：ｘ＝２或ｙ＝２｝。
定义９　 最小网格单元数（ｍｉｎｉｍｕｍ　ｃｅｌｌ　ｎｕｍｂｅｒ，ＭＣＮ）用来衡量相关性的复杂程度，也就是说要达到

ＭＩＣ得分需要的最小网格单元数，定义为

ＭＣＮ（Ｄ，ε）＝ｍａｘｘｙ＜Ｂ｛ｌｏｇ（ｘｙ）：Ｍ（Ｄ）ｘ，ｙ ≥ （１－ε）ＭＩＣ（Ｄ）｝。
这些统计量统称为ｍａｘｉｍａｌ　ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ－ｂａｓｅｄ　ｎｏｎ－ｐａｒａｍｅｔｒｉｃ　ｅｘｐｌｏｒａｔｉｏｎ（ＭＩＮＥ）。这几个统计量表达

无噪音的相关性得分见表２。ＭＩＣ在实际例子中也表现出良好的性质，详细参见文献［１１］。

表２　计算某些样本相关性的 ＭＩＮＥ统计量值表

３　对 ＭＩＣ的评论

Ｒｅｓｈｅｆ等列举了很多 ＭＩＣ的优良性质，但是很快就有人对 ＭＩＣ方法提出了批评。其中Ｇｏｒｆｉｎｅ等［３７］，

Ｓｉｍｏｎ等［３８］以及Ｋｉｎｎｅｙ等［３９］提出的批评意见比较有代表性。

Ｇｏｒｆｉｎｅ等比较了ＭＩＣ与另外２种统计量ｄＣｏｒ和ＨＨＧ
的优劣。文章指出：① 在完全无噪音（不切实际）的函数下，

ＭＩＣ比 ＨＨＧ有微弱的优势，比ｄＣｏｒ有显著的优势；②如果
样本容量适中（３０～１００），那么在大部分含噪音的函数以及变
量间具有非函数关系的情形下，ＨＨＧ和ｄＣｏｒ在统计检验中
的势都远高于 ＭＩＣ；③Ｒｅｓｈｅｆ声称ｄＣｏｒ的方法在寻找随机
变量之间的关系时不适用，但是恰恰相反，由于在实际应用中
样本容量多集中在３０～１００，而不是 ＭＩＣ适用的大样本容量
（＞１００），所以ｄＣｏｒ和 ＨＨＧ方法更适用于实际，同时，ｄＣｏｒ
和ＨＨＧ都适用于任意维数的随机变量，而 ＭＩＣ只适用于一
维随机变量；④针对Ｒｅｓｈｅｆ声称的 ＭＩＣ具有的相合性，Ｍ．
Ｇｏｒｇｉｎｅ等也给出一个反例：当２个变量之间是菱形关系（ｄｉ－
ａｍｏｎｄ　ｒｅｌａｔｉｏｎ）时，随着样本容量的增大，ＭＩＣ的势并没有相
应地增加，甚至减少了，并不满足检验相合性要求，而好的检
验应该满足２个基本性质：①要满足相合性，也就是当样本容
量增大的时候，势应该增大并趋向于１；②在有限样本的情况下，检验也应该有较高的势。

Ｓｉｍｏｎ和Ｔｉｂｓｈｉｒａｎｉ也用数值模拟的方法指出 ＭＩＣ方法的势比很多其他统计量的势都低，进一步指出
在如此低的势的情况下，定义“等价性”是没有任何意义的。也就是说会出现这样的情况：即使２个变量不相
关，ＭＩＣ也会给出比较高的得分，从而造成２个变量相关的假象。

Ｋｉｎｎｅｙ和Ａｔｗａｌ［４２］等则不客气地指出，ＭＩＣ“等价性”的定义是错误的。他们用数学方法证明了Ｒｅｓｈｅｆ
定义的“等价性”是不可能存在的，即任何一种对非平凡的相关性度量的统计量，包括 ＭＩＣ本身在内，均不满
足这种等价性的定义。然后，他们通过数值模拟的方法得出与Ｒｅｓｈｅｆ几乎完全相反的结果，声称Ｒｅｓｈｅｆ等
提供的数值模拟结果可能是伪造的。
以上综述给出了统计相关性分析的一个发展全貌，特别介绍了 ＭＩＣ方法，尽管仍然会有所遗漏，例如，

Ｂｊｅｒｖｅ和Ｄｏｋｓｕｍ［１８］在平面上定义了一种度量相关程度的量，称为相关曲线，它是基于非参数回归的局部估
计系数和仅考虑一个变量的局部线性相关性的度量来给出的。可以注意到，无论 ＭＩＣ方法如何受到批评，
但是它的出现的确引发了关于这个问题的新的研究热潮。事实上，相关性这个概念本身就没有完全统一，以
上多数方法都强调了相关的某个性质，从而给出适合某种特定相关意义的计算方法。本文希望应用研究者
们在各自应用的数据特点和问题目标中能够选择更适合的分析方法，同时，更希望他们在自己研究的数据对

·０１·
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象的特征中提出新的问题，推动统计相关方法的发展。
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